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Presentacion

Veremos la definicion de Matrices - Operaciones:

e Sumar y restar matrices.
e Multiplica una matriz por un escalar.
e Multiplica dos matrices.

Objetivos

Describir sistemas de ecuaciones lineales.

Representar aplicaciones lineales.

Registrar datos que dependen de varios parametros.

Identificar los distintos procesos para la identificacién de las propiedades a
utilizar.

Bloques tematicos
e Definicion
e Tipos de Matrices
e Aplicaciones



MATRICES Y DETERMINANTES

6.1. Introduccion

Las matrices y los determinantes son herramientas del algebra que facilitan el ordenamiento de
datos, asi como su manejo.

Los conceptos de matriz y todos los relacionados fueron desarrollados basicamente en el siglo XIX
por matemiticos como los ingleses J.J. Sylvester v Arthur Cayley y el irlandés William Hamilton.

Las matrices se encuentran en aquellos ambitos en los que se trabaja con datos regularmente
ordenados y aparecen en situaciones propias de las Ciencias Sociales , Econdmicas y Biologicas.

6.2. Matrices. Definicién yprimeros ejemplos

Una matriz es una tabla rectangular de mimeros reales dispuestos en filas y columnas del modo:

ar [P ars ... a1y —
(1) [15] a3 ... o, —
A= ] ] . . Filas de la matriz A
. . . * . «—
—
Um1  m2  Am3 .. Um;p

Colummnas de la matriz A
Abreviadamente se puede expresar A = (a;7). Cada elemento de la matriz lleva dos subindices. El
primero de ellos “i7, indica la fila en la que se encuentra el elemento, y el segundo, =j”. la columna.
Asi el elemento asg estd en la fila 2 y columna 3. Las matrices siempre se representardn con letras
maytisculas.
Ejemplos: Son ejemplos de matrices los siguientes:

31 0
2 1 6 —4 0\ 2 —4 0
A= D= —
3 4 12 1) ¢ -1 £ V2
1 0 0

A tiene 2 filas v 2 columnas, diremos que su tamano es 2 x 2.;,Qué elemento es as?.
: J 21
B tiene 2 filas y 3 columnas. diremos que su tamano es 2 x 3.;,Qué elemento es bog?.
C tiene 4 filas y 3 columnas, diremos que su tamano es 4 x 3.5, Qué elemento es cyo?.
En general, si una matriz A tiene m filas y n columnas, diremos que su tamano o dimension es m
x n (se lee *m por n™), siempre en primer lugar el n  de filas y en segundo Ingar el de columnas.
( I ) I I g . L g



6.3. Tipos de matrices

1. Se llama matriz nula a la que tiene todos los elementos cero.

Por ejemplo,

es una matriz nula de tamano 2x5.

2. Se llama matriz fila a la que solo tiene una fila, es decir su dimension es 1x n.
Por ejemplo,
(1 0 —4 9)
es una matriz fila de tamano 1 x 4.

3. Se llama matriz columna a la que sélo consta de una columna, es decir su dimension serd m x
1, como por ejemplo:

es una matriz columna de tamano 3 x 1.

4. Una matriz es cuadrada cuando tiene el mismo niamero de filas que de columnas, es decir su
dimension es n x n. La matriz (3 }) del primer ejemplo anterior es enadrada de tamano 2 x 2 o

simplemente de orden 2.

Otro ejemplo de matriz cuadrada es:

1 2
D= 6 54
-3 -4 0

de orden 3.

Dentro de las matrices cuadradas llamaremos diagonal principal a la formada por los elementos

1] (12 (135 + v - . (Upn. siendo la matriz:

a
o ayy a0 apy

21 oy asy ... oy

Unl n2 qua . ayy
En la matriz D del ejemplo anterior, su diagonal principal estaria formada por 1, 5, 0.
Se llama traza de la matriz a la suma de los elementos de la diagonal. Es decir, Traza (A)=a;; +

(22 +a g3+ ...+ py . ven el caso de D, Traza (D)= 1+5+0 = 6.
La diagonal secundaria es la formada por los elementos ay,. 4y —1- as.,—9. - . .. (-

En la matriz D estaria formada por 3, 5, -3.
Una clase especial de matrices cuadradas son las matrices triangulares.
Una matriz es triangular superior si todos los elementos por debajo de la diagonal principal son

nulos y triangular inferior si son nulos todos los elementos situados por encima de dicha diagonal.
Son ejemplos de estas matrices:

10 () ()

1

0 —4 0 0 143
E= 5 4 & 0 F= 1|0 9 —§
' ) . 0O 0 7

13 16 —78

. . . Triangular superior
Triangular inferior



Siuna matriz es a la vez triangular superior e inferior, solo tiene elementos en la diagonal principal.
Una matriz de este tipo se denomina matriz diagonal.
Un cjemplo de matriz diagonal seria:

1 0 0 0
y 0 —45 0 0
G= 0O 0 3 0
O 0 0 0

Por iltimo, si una matriz diagonal tiene en su diagonal principal s6lo unos, se denomina matriz unidad
o identidad. Se suclen representar por I, . donde n es el orden o tamano de la matriz. Algunas matrices
identidad son:

100 0

10 L 01 0 0
[2:(() ‘1) I = :: (1) '1) =1y 01 0
0 0 0 1

6.4. Aplicaciones de las matrices

Las matrices se utilizan en el contexto de las ciencias como elementos que sirven para clasificar
valores numéricos atendiendo a dos criterios o variables.

Ejemplo: Un importador de globos los importa de dos colores, naranja (N) y fresa (F). Todos
ellos se envasan en paquetes de 2. 5 y 10 unidades, que se venden al precio (en euros) indicado por la
tabla siguiente:

2 unid. | 5 unid. | 10 unid.
Color N 004 008 012
Color F 003 0’05 0’08

o . L ,
Sabiendo que en un ano se venden el siguiente mimero de paquetes:

Color N | Color F
2 unid. | 700000 | 50000
5 unid. | 600000 | 40000
10 unid. | 500000 | 500000

Resumir la informacion anterior en 2 matrices A y B, de tamaro respectivo 2x3 y 3x2 que recojan las
v entas en un @o (A) y los precios (B).

Nos piden que organicemos la informacion anterior en dos matrices de tamano concreto. Si nos fijamos

en las tablas. es sencillo obtener las matrices:

N F
2ud S5ud 10 ud , P
700000 600000 500000\ N ”/“4 ”/“" 2ud
A= - 2 S
50000 40000 Hoooon /. B= {008 0705 ) 5 ud
0’12 0’08/ 10 ud

Estas matrices se denominan matrices de informacion. y simplemente recogen los datos mundéricos del
problema en cuestion.

Otras matrices son las llamadas matrices de relacion, que indican si ciertos elementos estian o no
relacionados entre si. En general, la existencia de relacion se expresa con un 1 en la matriz v la ausencia
de dicha relacion de expresa con un (.

Estas matrices se utilizan cuando queremos trasladar la informacion dada por un grafo y expresarla
numéricamente.



En Matematicas, un grafo es una coleccion cualquiera de puntos conectados por lineas.
Existen muchos tipos de grafos. Entre ellos, podemos destacar:
* Grafo simple: Es el grafo que no contiene ciclos, es decir, lineas que unan un punto consigo
mismo, ni lineas paralelas, es decir, lineas que conectan el mismo par de puntos.
* Grafo dirigido: Es el grafo que indica un sentido de recorrido de cada linea, mediante una flecha.
Estos tipos de grafo pueden verse en la figura:

E o E

Figura 6.1: Grafo. Grafo simple y Grafo dirigido.

Relacionadas con los grafos se pueden definir algunas matrices. Entre todas ellas, nosotros nos
fijaremos en la llamada matriz de adyacencia, que es aquella formada por ceros y unos exclusivamente,
de tal forma que:

*un 1 en el lngar (i,j) expresa la posibilidad de ir desde el punto de la fila i hasta el punto de la
columna j mediante una linea que los una directamente.

*un 0 en el lugar (i.j) expresa la imposibilidad de ir del primer punto al segundo mediante una

linea que los una directamente.

La matriz de advacencia del grafo dirigido de la ficura anterior sera:
o O o (=]

A B C D
A/0 1 0 1
Blo 0 1 0
cCl{1 0 0 0
D\O 0O 0 0

Ejercicio
1) Escribe las correspondientes matrices de adyacencia de los grafos:

Y : E
Ly

a) R‘H
E ;
Id: 5 2
2) Dibuja los grafos dirigidos que correspondan a las matrices de adyacencia:

B C A B C D
A/0 1 1 1

A
A/O 1 0 ‘l) ,
SR I M
N0 0 0 i
¢ D\O 1 1 0



6.5. Operaciones con matrices

6.5.1. Suma ydiferencia

Dadas dos matrices A y B podemos realizar su suma o diferencia de acuerdo a la siguiente regla.
Para sumar o restar dos matrices del mismo tamano, se suman o restan los elementos que se encuentren
en la misma posicion. resultando otra matriz de igual tamano.

2 13\ (20 4\_[(0 1 -1
-4 21 32 5) \=71 0 —4

2x3 2x3 2x3

Por ejemplo:

Si las matrices tienen diferente tamano, no se pueden sumar o restar entre si.

Propiedades de la suma (y diferencia) de matrices:
a) Conmutativa: A + B=B + A
b) Asociativa: A + (B+ C)=(A+B) + C
¢) Elemento neutro: La matriz nula del tamano correspondiente.
d) Elemento opuesto de A: La matriz -A, que resulta de cambiar de signo a los elementos de A.

Ejemplo:
Si
() —1 (0 1
A= | -4 =2 — —A= 4 2
3 =9 -39
Ax2 3x2
porque:
0 -1 0 1 0 0
—4 =2 + 4 21 =10 0
3 -9 -3 9 0 0
X2 3x2 X2
Ejercicios:

1. Las exportaciones, en millones de euros, de 3 pafses A, B. C a otros tres X. Y, Z, en los anos
2000 y 2001 vienen dadas por las matrices:

XY Z XY 7
A/ 11 67 (5 A /133 7 1
Aogoo= B 14’5 10 12 Aosgor = B 157 1171 372
C\2009 32 2'3 c\ 21 o2 43

Calcula y expresa en forma de matriz el total de exportaciones para el conjunto de los dos anos.
;. Cudantos millones ha exportado el pais B al Z en total?

Calcula el incremento de las exportaciones del ano 2000 al 2001 con los datos del ejemplo anterior.

2. Calenla x, y, z en la suma:

1 y —z|+l—-= 2 3|=10 4 4
0 . 2 2 3 4 9 4 1

3. Calcula a, b, ¢ para que se cumpla la ignaldad:

3— a b ) i 2 atb 4\ (-1 a 2
4 _.+1 6 l—¢ 2 0/ \2 06



6.5.2. Producto por un numero real

Dada una matriz cualquiera A y un niimero real k, el producto k A se realiza multiplicando todos
los elementos de A por k, resultando otra matriz de igual tamano. (Evidentemente la misma regla
sirve para dividir una matriz por un mimero real).

Por ejemplo:

(2 1 3\ (-10 -5 —I5
"\ =4 2 1) 20 —-10 -5
2x3 2x3

Propiedades:

a) Distributiva respecto de la suma de matrices: k (A + B) =k A + kB
b) Distributiva respecto de la suma de mimeros: (k + d) A=k A + d A
¢) Asociativa: k (d A)=(k d) A

d) Elemento neutro, el nimero 1: 1 A=A

Ejercicios:
. 11 -1 0 . . .
1. Si A= 0 1) YP= 0 2/ halla una matriz X que verifique la ecuacion:

2-X—4-A=B

2. Determina las matrices X y Y sabiendo que:

v ey (1 -2
-LX-JY-S 1

e (24
- X +3Y = 3 0

6.5.3. Trasposicién de matrices

Dada una matriz cualquiera A, se llama matriz traspuesta de A, y se representa por A a la matriz
que resulta de intercambiar las filas y las columnas de A.

. . 2 1 07 .
Por cjemplo, si A= < 3 4 9 ,1). entonces la matriz traspuesta de A es:
2 -3
Al — 1 4
0 2
7 1

Evidentemente, si A es una matriz de tamano m x n, su traspuesta A tendrd tamano n x m, pues el
nimero de columnas pasa a ser el de filas y viceversa.
Sila matriz A es cuadrada, su traspuesta tendra el mismo tamano.

Propiedades:
a) (A=A | es decir, la traspuesta de la traspuesta es la matriz inicial.
b) (A+B) 't =At+B?
c) (kA) t=k-A 1

En base a esta nuev a operacvii, podemos definir otras dos clases de matrices, que son:

Matriz simétrica, que es aquella para la que se cumple que A" =A, por ejemplo la matriz:

1 3



es simétrica (compruébalo).
En una matriz simétrica, los elementos son simétricos respecto a la diagonal principal.

Ejercicio: ; Puede ser simétrica una matriz que no sea cuadrada?; Por qué?.

Matriz antisimétrica, es aquella para la que se cumple que Al =—A.
Por cjemplo:
(0 1 3
B= -1 0 =2
-3 2 0

es antisimétrica (comprueba).
En una matriz antisimétrica, los elementos de la diagonal principal son siempre nulos (;por qué?),
v los restantes son opuestos respecto a dicha diagonal.

Ejercicios:
1 1 2

yB= 2 0 —1] caleula 3A* —B1,
-6 -1 0

W =W
= W W

1
1. Dadas las matrices A= 1
1

2. Obtener las matrices X e Y que verifiquen los sisternas:

5 2 ‘
2X_3Y = l 0 Xty = (2! oxty = (> 1
) 2 b) 30 {) 0 =2
“ —1 0 6 2 . . 10
A XY =1{y X+2¥=|_, 4

6.5.4. Producto de matrices

Hay que dejar claro ya desde el principio que no todas las matrices pueden multiplicarse. Dos

matrices se pueden multiplicar cuando se cumple la siguiente condicion:

“Para multiplicar dos matrices A y B, en este orden, A B, es condicion indispensable que el nimero
de columnas de A sea igual al nidmero de filas de B”

Si no se cumple esta condicion, el producto A B no puede realizarse, de modo que esta es una
condicion que debemos comprobar previamente a la propia multiplicacion.

Una vez comprobado que el producto A B se puede realizar, si A es una matriz m x n y B es una
matriz n X p (observ emos que el n de columnas de A = n =n de filas de B), entonces el producto

A B da como resultado una matriz C de tamano n x p del siguiente modo:

“El elemento que se encuentra en la fila i y la columna j de la matriz C=A B. se obtiene multiplicando
los elementos de la fila i de A por la columna j de B y sumando los resultados™

Veamoslo mediante un ejemplo:
Para multiplicar las matrices:

0 —4 1
(-3 21 4 R
=1y 53 voB=1, 4
2x41 S5 9 1

4x3

primero comprobamos que se puede realizar el producto A B, pues el n de columnas de A es 4 y el
n de filas de B también es 4. y el resultado, segin lo dicho serd una matriz de tamano 2 x 3, tiene 2



filas v 3 columnas:

0 —4 1
-3 21 4 1 -2 1| _ (/O 0O O
2 5 3 =2 2 0 2 \O O O
2x 302 1 2x3

El elemento de la fila 1 y columna 1 de A B proviene de multiplicar elemento a elemento la fila 1
de A por la columna 1 de B y sumar, es decir:
Al =A
(=3)-04+2.14+1.24+4.3=04+2+24+12=16

El clemento de la fila 1 y columna 2 de A B proviene de multiplicar elemento a elemento la fila 1 de
Ay la columna 2 de B y sumar:

(=3)(—4)+2(=2)+1.0+4.2=12—-4+0+8=16

El clemento de la fila 1 y columna 3 de A B proviene de multiplicar elemento a elemento la fila 1 de
A v la columna 3 de B y sumar:

(=3).1+2.141.244.1=-34+24+2+4=5

Asl sucesivamente se obtienen (comprueba):

Ejercicios:

1. Para las matrices A y B anteriores, calcula B A

— 3 5
2. Si A= 1 3 B= 3 ) . caleula si es posible A B y B A. ; Coinciden?.
-2 6 2 1

1 —1 . ;
3. Lomismosi A= |0 —2|.B= (i O_I %)
— +)
4 1

4. Calcula todos los productos posibles entre las matrices:

1 Z 3 1 '
A= |1 1 1 B= |2 C= (; i ‘3)
0 2 —1 1 °

Ademds, calcula A% yA 3.



