Matematica 1

§ Practica 3. Relaciones

1. Sean A = {1,2,3}, B ={1,3,5,7}. Verificar si las siguientes son relaciones
de A en By, en caso afirmativo, representarlas por medio de un grafo y un
grafico.

a) #={(1,1),(1,3),(1,7),(31),(3,5)}

Solucién. # es un subconjunto de A x B, entonces es una relaciéon de A
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b) # ={(1,1),(1,3),(2,7),(3,2),(3,5)}

Solucién. # no es una relacién de A a B porque el par (3,2) ¢ A x B.
0 % ={(1,1),(1,3),(2.7),(3,3),(3,5)}

Solucién. # es un subconjunto de A x B, entonces es una relacion de A
a B.
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d #={(1,1),(1,3),(1,7),(3,1),(3,3),(3,7)}

Solucién. # es una relacién de A a B porque es un subconjunto de A x B.
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Solucién. # es unarelacion de A a B porque es un subconjunto de A x B.
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f) % = {(113)r(211)1 (3r7)}

Solucién. Z es una relacion de A a B porque es un subconjunto de A x B.
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2. Sean A = {1,2,3} y B = {1,3,5,7}. Describir por extensién cada una de las
relaciones siguientes de A en B:

a) (a,b) e # <= a<b

Solucién.
= 1 <1, entonces (1,1) € #
= 1 < 3, entonces (1,3) € #Z
= 1 <5, entonces (1,5) € #
= 1 <7, entonces (1,7) € #



= 2 < 3, entonces (2,3) € #
= 2 < 5, entonces (2,5) € #
= 2 <7, entonces (2,7) € #
= 3 < 3, entonces (3,3) € #Z
= 3 <5, entonces (3,5) € #Z
= 3 <7, entonces (3,7) € #

Luego,
#=1{(1,1),(1,3),(1,5),(1,7),(2,3),(2,5),(2,7),(3,3),(3,5),(3,7)}

b) (a,b) e # <= a>b

Solucidn.

= 2 > 1, entonces (2,1) € #
= 3 > 1, entonces (3,1) € #

Luego,
Z=4{(21),(3,1)}

o (a,b) e # <= a-bespar

Solucién.
» 2.1 =2, espar, entonces (2,1) € #
= 2.3 = 6, es par, entonces (2,3) € #Z
= 2.5 =10, es par, entonces (2,5) € #
= 2.7 =14, es par, entonces (2,7) € #

Luego,
Z=1(21),(2,3),(2,5),(2,7)}

d) (a,b) e #Z <= a+b>6

Solucién.
= 1+7=8>6,entonces (1,7) € #
= 24+5=7>6,entonces (2,5) € #
= 2+4+7=9>6,entonces (2,7) € #
= 3+5=28> 6, entonces (3,5) € #
= 3+7 =10 > 6, entonces (3,7) € #



Luego,
#=1(17),(25),(2,7),(3,5),(3,7)}

3. SeaZ = {(x,X) € {a,b,c} x Z({a,b,c}): xeX}

Dar por extension esta relacién y representar graficamente haciendo el grafo
y el grafico de la misma.

Solucién. Encontremos, en primer lugar, el conjunto de partes Z?({a,b,c})
del conjunto {a, b, c}; esto es, todos los subconjuntos del {a, b, c}:

Z({a,b,c}) = {2, {a},{b},{c},{a,b},{a,c},{b,c}, {ab,c}}

Veamos ahora cuales son los elementos de %:

m a1 € {a}, entonces (a,{a}) € #

a € {a, b}, entonces (a,{a,b}) € #

a € {a,c}, entonces (a,{a,c}) € #

a € {a,b,c}, entonces (a,{a,b,c}) € #
b € {b}, entonces (b, {b}) € #

b € {a,b}, entonces (b, {a,b}) € #

b € {b,c}, entonces (b, {b,c}) € Z

b € {a,b,c}, entonces (b, {a,b,c}) € #
c € {c}, entonces (c, {c}) € #

c € {a,c}, entonces (c, {a,c}) € #

c € {b,c}, entonces (¢, {b,c}) € Z

c € {a,b,c}, entonces (¢, {a,b,c}) € #

Luego,

# = {(a,{a}),(a,{a,b}), (a,{a,c}) (a{ab,c}),
(b, {b}), (b, {a,b}), (b, {b,c}), (b, {a,b,c}),
(¢, {c}) (e, {a,c}), (c,{b,c}), (¢, {a,b,c})}

4. Hacer el grafico de cada una de las relaciones siguientes:

a) % = {(x,y) € [-2,3]x[0,7]: x*=y}



Solucidn.
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En el gréfico, la curva azul corresponde a todos los pares (x,y) tales que
x? = y. El recuadro rojo corresponde al producto cartesiano [—2,3] x [0, 7]

Zr = {(xy) e RxR: x| +[y| <1}

Solucidén. Para ver cuales son todos los puntos (x,y) que satisfacen la
desigualdad |x| + |y| < 1, tenemos que recordar la definicién de moédulo
(o valor absoluto) de un namero. Esto es:

x six>0
\x|: —x six <O

La primera linea de esta definiciéon quiere decir que si el nimero x es
positivo o 0, entonces |x| = x; por ejemplo, [3| = 3, |0.5| = 0.5, |1/3| =
1/3. En cambio, la segunda linea de la definicién dice que si el nimero
x es negativo, entonces |x| = —x. Esto ultimo significa que es si x es
negativo, el médulo de x es igual al opuesto de x. Por ejemplo, | — 3| = 3,
| —0.5| = 0.5, | — 1/3| = 1/3. De la misma manera, se define el modulo

de y:

UER AR A
~y siy <0

Tenemos que considerar entonces 4 posibilidades:

Dx[=x vy Jyl=v
En este caso, la desigualdad |x| + |y| < 1 es exactamente:

x+y<1



El gréfico correspondiente a esto es:
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M [x[=x y |yl=-vy

En este caso, la desigua

x+(—y) <1 es

ldad |x| + |y| < 1 es exactamente:

decir x—y <1

El gréfico correspondiente a esta desigualdad es:
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oD |x|=-x y |yl=v



En este caso, la desigualdad |x| + |y| < 1 es exactamente:
—-x+y<1

El gréfico correspondiente a esto es:

3
Y

V) |x[=-x y lyl=-y.
En este caso, la desigualdad |x| + |y| < 1 es exactamente:

—x—y <1

El gréfico correspondiente a esto es:
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Finalmente, los puntos (x,y) que satisfacen la desigualdad |x| +

ly| < 1 son aquellos que pertenecen simultaneamente a las 4 re-

giones sombreadas anteriormente. Estos son los que se encuentran
en el siguiente gréfico:
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. Para cada una de las siguientes relaciones, hallar explicitamente el conjunto
de pares ordenados y hacer el grafo correspondiente.



a) #={(x,y) e AxA: x<y}donde A={1,2,3,6,7}.

Solucién.
= 1 <1, entonces (1,1) € #.
= 1 <2, entonces (1,2) € %.
= 1 < 3, entonces (1,3) € #.
= 1 < 6, entonces (1,6) € Z.
= 1 <7, entonces (1,7) € Z.
= 2 <2, entonces (2,2) € %.
= 2 < 3, entonces (2,3) € Z.
= 2 < 6, entonces (2,6) € Z%.
= 2 <7, entonces (2,7) € %.
= 3 < 3, entonces (3,3) € Z.
= 3 < 6, entonces (3,6) € Z%.
= 3 <7, entonces (3,7) € #%.
= 6 < 6, entonces (6,6) € Z%.
= 6 <7, entonces (6,7) € Z%.
= 7 <7, entonces (7,7) € %.

Luego,

% ={(1,1),(1,2),(1,3),(1,6),(1,7),(2,2), (2,3),(2,6), (2,7)
,3),(3,6),(3,7),(6,6),(6,7),(7,7)}

b) # ={(x,y) e AxA: «xdivideay}donde A =1{1,2,3,4,5,6,10,12}

Solucién.

= 1 dividea 1, entonces (1,1) €

= 1divide a 2, entonces (1,2) €

= 1 divide a 3, entonces (1,3) €

= 1divide a 4, entonces (1,4) €

= 1 divide a 5, entonces (1,5) €

= 1divide a 6, entonces (1,6) € Z.

= 1 divide a 10, entonces (1,10) € Z.
= 1 divide a 12, entonces (1,12) € J?
= 2 divide a 2, entonces (2,2) €

= 2 divide a 4, entonces (2,4) €



» 2 divide a 6, entonces (2,6) € #.

» 2 divide a 10, entonces (2,10) € %.

= 2 divide a 12, entonces (2,12) € Z.

= 3 divide a 3, entonces (3,3) € Z.

= 3 divide a 6, entonces (3,6) € Z%.

= 3 divide a 12, entonces (3,12) € #.

= 4 divide a 4, entonces (4,4) € Z%.

= 4 divide a 12, entonces (4,12) € #.

= 5 divide a 5, entonces (5,5) € Z.

= 5divide a 10, entonces (5,10) € Z.

= 6 divide a 6, entonces (6,6) € Z%.

= 6 divide a 12, entonces (6,12) € #.

= 10 divide a 10, entonces (10,10) € Z.
= 12 divide a 12, entonces (12,12) € #.

Luego,

X = {(1 1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(1,10),(1,12)
2,2),(2,4),(2,6),(2,10),(2,12),(3,3),(3,6), (3,12)
(4 4),(4,12),(5,5),(5,10), (6,6), (6,12), (10,10), (12,12)}

o Z={(XY)e Z({abc})x Z({ab,c}): XCY}

Solucién. Vimos, en el ejercicio 3, que el conjunto de partes Z2({a,b,c})
es

Z({a,b,c}) = {D,{a},{b},{c},{a, b}, {a,c},{b,c} {ab,c}}

Entre los elementos de #({a, b, c}) tenemos que ver las relaciones de in-
clusién entre ellos, para determinar qué pares pertenecen a #:

= @ C @, entonces (©,0) € #

» @ C {a}, entonces (D, {a}) € Z

= @ C {b}, entonces (@, {b}) € Z

= @ C {c}, entonces (@, {c}) € Z

@ C {a,b}, entonces (@, {a,b}) € #

@ C {a,c}, entonces (@, {a,c}) € #

@ C {b,c}, entonces (@, {b,c}) € #

@ C {a,b,c}, entonces (D, {a,b,c}) € Z



» {a} C {a}, entonces ({a}, {a}) € Z

» {a} C {a,b}, entonces ({a},{a,b}) € #

» {a} C {a,c}, entonces ({a},{a,c}) e Z

= {a} C {a,b,c}, entonces ({a},{a,b,c}) € #

w {b} C {b}, entonces ({b},{b}) € Z

= {b} C {a, b}, entonces ({b},{a,b}) € #

w {b} C {b,c}, entonces ({b},{b,c}) € #

= {b} C {a,b,c}, entonces ({b},{a,b,c}) € Z

s {c} C {c}, entonces ({c},{c}) € Z

= {c} C {a,c}, entonces ({c},{a,c}) € #

» {c} C{b,c}, entonces ({c},{b,c}) € #

» {c} C{a,b,c}, entonces ({c},{a,b,c}) € %

= {a,b} C{a,b}, entonces ({a,b},{ab}) € Z

» {a,b} C{a,b,c}, entonces ({a,b},{a,b,c}) e X

= {a,c} C {a,c}, entonces ({a,c},{a,c}) € Z

» {a,c} C {a,b,c}, entonces ({a,c},{a,b,c}) € %

= {b,c} C{b,c}, entonces ({b,c},{b,c}) € Z

» {b,c} C{a,b,c}, entonces ({b,c},{a,b,c}) e %

= {a,b,c} C{a,b,c}, entonces ({a,b,c},{a,b,c}) € #
Luego,

=1{(2,2),(®,{a}), (@,{b}),(D,{c}),(@, {a,b}),
(@, {a,c}),(2,{b,c}), (D, {a,b,c}),

({a}, {a}), ({a}, {a,b}), ({a}, {a,c}), ({a}, {a, b, c}),
({0}, {b}), ({b}, {a,b}), (16}, {b, c}), ({b}, {a, b, c}),
({e} {e}), ({eh {a c}), ({e}, {b,c}), ({c}, {a, b, c}),
({a, b}, {a,b}), ({a, b}, {a,b,c}),

({a,c}, {a,c}), ({a,c}, {a,b,c}),

({b,c}, {b,c}), ({b,c} {a,b,c}), ({a,b,c}, {a,b,c}) }

6. a) Encontrar la relacién inversa de cada una de las relaciones de los ejercicios
4yb5.

Solucién. Recordemos que si % es una relacién, entonces un par (x,y) €
% 'siysoélosi(y,x) € %Z. Usando esta definicién, veamos las relaciones
inversas de las definidas en los ejercicios 4 y 5.



da) % = {(x,y) € [-2,3] x[0,7]: x*=y}.
Sea (x,y) € %, 1 entonces (y,x) € Z1; es decir, yz = x. Luego,

" ={(xy) €10,7] x [-2,3] : y* = x}

4b) %, = {(x,y) e RxR: |x|+y| <1}.
Sea (x,y) € %, ', entonces (y,x) € %,; es decir, |y| + |x| < 1. Luego,

%' ={(x,y) ERxR:|y|+|x] <1}

Notar que como la suma es conmutatitva, se tiene que |y| + |x| = |x| + |y|,
de manera que %, = %, .
500 % ={(x,y) e AxA: x<y}donde A ={1,2,3,6,7}.
Obtuvimos que
#=1{(1,1),(1,2),(1,3),(1,6),(1,7),(2,2),(2,3),(2,6),(2,7)
(3,3),(3,6),(3,7),(6,6),(6,7),(7,7)}

Luego,

7' =1{(1,1),(2,1),(3,1),(6,1),(7,1),(2,2),(3,2),(6,2),(7,2)
(3,3),(6,3),(7,3),(6,6),(7,6),(7,7)}

Podemos también hacer la descripcion de %! por comprensién:
Si(x,y) €% 1 entonces (y,x) € %; es decir y > x. Por lo tanto,

#1'={(x,y) e AxA: y<x}dondeA = {1,2,3,6,7}
5b) Z = {(x,y) € Ax A: «xdivideay} donde
A ={1,2,3,4,5,6,10,12}.
Vimos que

X = {(1 1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(1,10), (1,12)

(1
2,2),(2, ), (2,6),(2,10),(2,12),(3,3),(3,6), (3,12)
(4,4), (4,12), (5,5), (5,10), (6,6), (6,12), (10,10), (12,12)}

% = {( ),( 1),(3,1),(41),(51),(6,1),(10,1), (12,1)
), (4,2),(6,2),(10,2),(12,2),(3,3), (6,3), (12,3)
( ),(12,4),(5,5) (10,5), (6,6), (12,6),(10,10), (12,12)}
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La descripcién de %! por comprensién se obtiene de lo siguiente:
Si(x,y) € Z! entonces (y,x) € %; es decir, y divide a x. Por lo tanto,

Z ' ={(x,y) € AxA: ydivideax}donde A = {1,2,3,4,5,6,10,12}

5.0 2 ={(X,Y) e Z({a,b,c}) x Z({a,b,c}): XCY}
Vimos que

# =1{(20,90),(0,{a}),(@,{b}),(D,{c}), (D, {a,b}),
@,{a,c}),(2,{b,c}), (D,{a,b,c}),

{a}, {a}), ({a}, {a,b}), ({a},{a,c}), ({a}, {a,b,c}),
{b}, {b}), (16}, {a, b}), ({0}, {b,c}), ({b}, {a, b, c}),
{cr Ae}), ({e} {a,c}), ({e}, {b, c}), ({c}, {a, b, c}),
{a,b},{a,b}),({a, b}, {a,b,c}),
{a,c}, {a,c}), ({a,c},{a,b,c}),
{b,c}, {b,c}), ({b,c}, {a,b,c}),

o~ o~ o~ o~ o~ o~

({a,b,c},{a,b,c})}

Entonces,

%' ={(2,2),({a},2), ({1}, ), ({c}, @), ({a,b},0),

({a,c}, @), ({b,c}, @), ({a,b,c}, @),

({a}, {a}), ({a, b}, {a}), ({a,c}, {a}), ({a,b,c}, {a}),
({0}, {b}), ({a,b},{b}), ({b,c}, {b}), ({a, b, c}, {b}),
({eh {c}), ({a,cb, {c}), ({b,c}, {c}), ({a,b,c}, {c}),
({a,b},{a,b}), ({a,b,c},{a,b}),

({a,c} {a,c}), ({a,b,c}, {a,c}),

({b,c} {b,c}), ({a,b,c}, {b,c}), ({a,b,c}, {a,b,c})}

La descripcién por comprensién de esta relacion es:
# ' ={(X,Y) e 2({a,b,c}) x ?({a,bc}): YCX}

b) Hacer el gréfico de las relaciones inversas de las dadas en el ejercicio 4, y
el grafo de las inversas de las relaciones consideradas en el ejercicio 5.

Solucién. 4.2) Z; ' = {(x,y) € [0,7] x [-2,3] : y* =«x}



Solucidn.
3 v

2

1

-1

—2 |

4.b) Dado que %, | = %, el gréfico es el mismo.
5.a)

271 =1{(1,1),(2,1),(3,1),(6,1),(7,1),(2,2),(3,2), (6,2), (7,2)

5.b)

271 =1{(1,1),(2,1),(3,1),(4,1),(5,1),(6,1),(10,1), (12,1)
(2,2),(4,2),(6,2),(10,2),(12,2),(3,3), (6,3), (12,3)
(4,4),(12,4),(5,5),(10,5), (6,6),(12,6),(10,10), (12,12)}



12 > 12

7. Hallar %> o %1 y %) o %> en los siguientes casos.

a) % ={(x,y) ENxN: x=y}
B ={(xy) ENxN: y=x+2}

Solucién. Empecemos encontrando %, o #;. Si (x,z) € %> o %1, entonces
existe y € IN tal que (y,z) € %y (x,y) € %.
Ahora bien, por la definicién de %, si (y,z) € %>, debe suceder que

z=y+2 ey
Por otro lado, si (x,y) € %1, entonces
xX=y ()

Reemplazando la expresion de la variable y de la ecuaciéon (2) en la ecua-
cion (1), obtenemos:

z=x+2



Por lo tanto,

HroI ={(x,z) ENxN:z=x+2}

b) % = {(x,y) ENxN: y=x>+1}
Dy ={(x,y) eENxIN: y=3x+2}
o % ={(x,y) eRxR: y=2x—-1}
% ={(x,y) ERxR: y=3x%}
d) % ={(x,y) e NxN: x<6,y=2x+1}
D ={(x,y) ENxN: x>10,y=x—1}
b) R, oR,

Si (x;z) € R, oR,, entonces existe y € N, tal que (y; z) € R, y (x;y) € R;. Por la definicion
de R,, si (y; z) € R, debe suceder:

z=3y+2
1)

Por otro lado, si (x; y) € R,, entonces:

y=x2+1
(2)

Reemplazando (2) en (1) obtenemos:

z=3(x*+1)+2
z=3x>+3+2
z=3x*>+5

RyoR; ={(x;z) ENxN:z =3x2+5}

R1 °R2

Si (x;z) € R, oR,, entonces existe y € N, tal que (y; z) € R, y (x;y) € R,. Por la definicion
de R,, si (y; z) € R, debe suceder:

z=x%+1

1)



Por otro lado si (x;y) € R,, entonces:

y=3x+2
()

Reemplazando (2) en (1) obtenemos:

z=0Bx+2)?*+1
Z=9x%>+12x+4+1

zZ=9x*>+12x+5

R,oR; = {(x;z) € NxN:z =9x%2 + 12x + 5}

C) Ry R,

Si (x;z) € R, oR4, entonces existe y € R, tal que (y; z) € R, ¥ (x;y) € R;. Por la definicion

de R,, si (y; z) € R, debe suceder:

z = 3y?
)
Por otro lado si (x; y) € Ry, entonces:
y=2x—1
(2)
Reemplazando (2) en (1) obtenemos:
z =3(2x — 1)?

z=304x%—4x +1)
z=12x%>—-12x+3

R,oR; ={(x;2z) € RxR:z = 12x% — 12x + 3 }

R, oR,

Si (x; z) € R, °R,, entonces existe y € R, tal que (y;z) € R, y (x;y) € R,. Por la definicién

de R,, si (y; z) € R, debe suceder:

z=2y—-1
1)

Por otro lado, si (x; y) € R,, entonces:



y = 3x?
(2)

Reemplazando (2) en (1) obtenemos:

z=2.(3x?) -1
z=6x%—1
R,oR; = {(x;2z) € RxR:z = 6x% — 1}

d) Para larelacion R, = {(x;y) € NxN:x < 6,y = 2x + 1} podemos definirla por extensién
de acuerdo a los valores que puede tomar x, estosson 1,2, 3,4y 5

Para x = 1 secumpleque y = 2.1+ 1 = 3 formando el par (1; 3)
Para x = 2 secumpleque y = 2.2+ 1 =5 formando el par (2;5)
Para x = 3 secumpleque y = 2.3+ 1 = 7 formando el par (3; 7)
Para x = 4 se cumple que y = 2.4+ 1 =9 formando el par (4;9)
Para x = 5secumpleque y = 2.5+ 1 = 11 formando el par (5;11)
Ry ={(1;3),(2;5),(3;7),(49), (5 11)}

Para la relacion R, = {(x; y) € NxN:x > 10,y = x — 1}, no podremos escribir todos los
pares que son sus elementos pero analizamos algunos:

Para x = 11 se cumpleque y =11 —1 = 10 formando el par (11; 10)
Parax = 12 secumpleque y =12 —1 = 11 formando el par (12;11)
Para x = 13 se cumpleque y =13 —1 = 12 formando el par (13; 12)
Como buscamos R, e R;, necesitamos todos los pares en los cuales la imagen de R; coincida

con el dominio de R,, eso ocurre solamente con el par (5;11) € R, y el par (11;10) € R,,

entonces:

Para buscar R; ° R,, necesitamos todos los pares en los cuales la imagen de R, coincida con el
dominio de R4, en este caso el nimero que maximo que podemos encontrar en el dominio de
R; es 5, y la minima imagen que obtenemos en R, es 10, no obtendremos ningun par que

cumpla con la condicion, por lo tanto:



R1° RZ = Q)



